ÓÖÓÐÐ Ö ½º¾º Ú Ð × ÒÓØ Ø ÓÒ× ÔÖ ÒØ ×¸Ð ÚÓÐÙÑ 
. 
AEÓÙ× Ó Ø ÒÓÒ× Ð Ñ ÒØ ÙÒ ÔÖ Ñ Ö Ñ ÒÓÖ Ø ÓÒ Ù ×Ô ØÖ ³ÙÒ ×ÙÖ ÑÓ Ð ×ÙÖ ÙÒ Ö Ô ÈÖÓÔÓ× Ø ÓÒ ¿º½º ÈÓÙÖ ØÓÙØ ×ÙÖ
).
Ò Ô ÖØ ÙÐ Ö¸ ÔÖÓÙÚ Ð ÔÖ Ñ Ö ÑÓ Ø Ù Ì ÓÖ Ñ ¼º¾ ÓÖÓÐÐ Ö ¿º º ËÓÙ× Ð × ÝÔÓØ × × ÔÖ ÒØ ×¸×
). 
.´¿µ ψ 2 dvol > 0,
AEÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ ÒÓÙ× ÒØ Ö ×× Ö Ù Ø ÖÑ
P i ||∇g i || 2 C i P i a 2 i Ø ÑÓÒØÖ Ö Ð Ð ÑÑ Ä ÑÑ ¿º½¼º ÁÐ Ü ×Ø ÙÒ ÓÒ×Ø ÒØ A Ò Ô Ò ÒØ ÕÙ ÔÖÓÔÖ Ø × ×Ô ØÖ Ð × Ð ÐÐÙÐ C Ø Ð ÐÓÒ Ù ÙÖ ∂C Ø ÐÐ ÕÙ i ||∇g i || 2 C i ≥ A i∼j (b i − b j ) 2 . ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒº ËÓ Ø i ∼ j Ø α ij Ð Ó × ÕÙ ÓÑÑÙÒ ÙÜ ÐÐÙÐ × C i Ø C j¸ ÐÐ ×Ø ÐÓÒ Ù ÙÖ l ÓÑÑ ØÓÙØ × Ð × Ó × ÕÙ × Ù ÓÖ × ÐÐÙÐ ×´ØÓÙØ × ×ÓÑ ØÖ ÕÙ ×µº ³ ÔÖ × Ð Ë Ø ÓÒ ½º½¸×Ó Ø m = m(l)¸ Ð Ü ×Ø Ò× C i Ø Ò× C j ÙÒ ÚÓ × Ò ØÙ ÙÐ Ö T ij α ij ×ÙÖ Ð ÕÙ Ð Ð Ñ ØÖ ÕÙ ÝÔ Ö ÓÐ ÕÙ ×³ Ö Ø ds 2 = dr 2 + ( l 2π ) 2 ch 2 rdθ 2 ÔÓÙÖ −m ≤ r ≤ m¸Ó Ô Ö ÓÒÚ ÒØ ÓÒ r ≥ 0 × Ø × ÙÐ Ñ ÒØ × (r, θ) ∈ C i º ÇÒ ÒÓØ T + ij Ð Ô ÖØ T ij × ØÙ Ò× C i¸ Ø T − ij Ð³ ÙØÖ º ÈÙ ×ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÙÐÓÒ× ÙÒ Ñ ÒÓÖ Ø ÓÒ¸ÒÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÒÓÙ× Ð Ñ Ø Ö Ð³ ØÙ ÕÙ³ Ð × Ô ×× ×ÙÖ × ØÙ × i ||∇g i || 2 C i ≥ 1 2 i (||∇g i || 2 C i +λ 1 ||g i || 2 C i ) ≥ i∼j (||∇g i || 2 T + ij +||∇g j || 2 T − ij +λ 1 (||g i || 2 T + ij +||g j || 2 T − ij )). µ AEÓÙ× ÔÓÙÖ×Ù ÚÓÒ× ÐÓÖ× ÒÓØÖ Ñ ÒÓÖ Ø ÓÒ Ô Ö Ð Ð ÑÑ ×Ù Ú ÒØ Ä ÑÑ ¿º½½º ÁÐ Ü ×Ø ÙÒ ÓÒ×Ø ÒØ A Ò Ô Ò ÒØ ÕÙ l Ø ÔÖÓÔÖ Ø × ×Ô ØÖ Ð × Ð ÐÐÙÐ C Ø ÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙ× (i, j) ∈ G 2 Ú i ∼ j| |∇g i || 2 T ij + + ||∇g j || 2 T − ij + λ 1 (||g i || 2 T + ij + ||g j || 2 T ij − ) ≥ A(b i − b j ) 2 . ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒº ÇÒ ÒÓØ f (r, θ) Ð³ ÜÔÖ ×× ÓÒ f Ò ÓÓÖ ÓÒÒ × ÖÑ ×ÙÖ Ð ØÙ T ij º ÈÓÙÖ ÒÓÙ× Ö Ñ Ò Ö ÙÒ ÔÖÓ Ð Ñ Ò Ô Ò ÒØ ÕÙ r¸ÔÓÙÖ ÕÙ ÓÒØ ÓÒ f Ò ×ÙÖ T ij¸Ò ÓØÓÒ× F (r) = 1 2π 2π 0 f (r, θ)dθ. Ê Ñ ÖÕÙÓÒ× ÕÙ ³ ÔÖ × Ð³ Ò Ð Ø Ù Ý¹Ë Û ÖÞ¸ 2π 0 f (θ)dθ 2 ≤ (2π) 2 2π 0 f 2 (θ)dθ. ÇÒ ÓÒ T ij f 2 = m −m 2π 0 f (r, θ) 2 l 2π chrdθdr ≥ m −m ( 2π 0 f dθ) 2 (2π) 2 l 2π chrdr = 1 2π T ij F 2 . ÔÐÙ×¸ T ij |∇f | 2 = m −m 2π 0 [( ∂f ∂r ) 2 + 1 (l/2π) 2 ch 2 r ( ∂f ∂θ ) 2 ] l 2π chrdθdr ≥ m −m 2π 0 ( ∂f ∂r ) 2 l 2π chrdθdr. ÇÒ Ó Ø ÒØ ÐÓÖ×¸ Ñ Ñ ÕÙ ÔÖ ÑÑ ÒØ¸ T ij |∇f | 2 ≥ m −m ( 2π 0 ∂f ∂r dθ) 2 (2π) 2 l 2π chrdr = 1 2π T ij |∇F | 2 . ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖ Ö Ð Ä ÑÑ ¿º½½¸ Ð ×Ù Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ Ö Ð Ñ Ñ Ö ×ÙÐØ Ø ÔÓÙÖ Ð × G í ÑÓÝ ÒÒ × ÝÐ Ò Ö ÕÙ × g i µ¸³ ×Ø¹ ¹ Ö ÑÓÒØÖ Ö ÕÙ³ Ð Ü ×Ø A ′ = 2πA Ò Ô Ò ÒØ ÕÙ C Ø Ð ÕÙ ||G ′ i || 2 T + i,j + ||G ′ j || 2 T − i,j + λ 1 (||G i || 2 T + i,j + ||G j || 2 T + i,j ) ≥ A ′′ (b i − b j ) 2 . ÓÑÑ ψ 0 ×Ø ÒÚ Ö ÒØ Ô Ö J¸ ÐÐ ×Ø ÒØ ÕÙ ×ÙÖ ØÓÙØ × Ð × ÓÑÔÓ× ÒØ × ÓÖ º È Ö ÓÒØ ÒÙ Ø f ǫ¸Ó Ò ÓÒ g j (0, θ) + b j ψ 0 (0, θ) = g i (0, θ) + b i ψ 0 (0, θ), ³Ó |G j (0) − G i (0)| = |b j − b i |Ψ 0 (0). ËÙÔÔÓ×ÓÒ×¸ÕÙ ØØ ÒÚ Ö× Ö i Ø j¸ÕÙ |G i (0)| ≥ 1 2 |b j − b i |Ψ 0 (0), Ø ÒÓØÓÒ× R = inf{r ∈]0, m] : |G i (r)| ≤ 1 4 |b j − b i |Ψ 0 (0)}. 1 er × Ê Ñ ÇÒ ÐÓÖ× ∀r ∈ [0, m], |G i (r)| ≥ 1 4 |b j − b i |Ψ 0 (0), ÓÒ λ 1 ||G i || 2 T + i,j = λ 1 T ij + |G i | 2 ≥ λ 1 1 4 lsh(m(l))|Ψ 0 (0)| 2 (b j − b i ) 2 = A ′′ |Ψ 0 (0)| 2 (b j − b i ) 2 , Ú A ′′ = λ 1 1 4 lsh(m(l)). 2 nd × Ê Ñ ÈÓ×ÓÒ× P = G i (0) ≥ 1 2 |b j − b i |Ψ 0 (0) Ø Q = G i (R) = 1 4 |b j − b i |Ψ 0 (0). ËÓ Ø F 0 Ð ÓÒØ ÓÒ ×ÙÖ Ð ÓÐÐ Ö [0, R] × [0, l] ÑÙÒ Ð Ñ ØÖ ÕÙ ÖÑ ¸Ò Ô Ò ÒØ ÕÙ R¸Ú Ð ÒØ P Ò 0¸Q Ò R Ø ÖÑÓÒ ÕÙ ÔÓÙÖ Ð Ä ÔÐ Ò ÝÔ Ö ÓÐ ÕÙ ÓÒ Ú Ö Ð³ ´½µ ÕÙ Ð³ÓÒ F 0 (r) = P − P − Q U(R) U(r) Ú U(r) = arcsin(thr). Ä ÓÒØ ÓÒ F 0 Ñ Ò Ñ × ÐÓÖ× Ð³ Ò Ö Ö Ð Ø´ ××Ó Ð Ñ ØÖ ÕÙ ÖÑ µ Ô ÖÑ ØÓÙØ × Ð × ÓÒØ ÓÒ× H ×ÙÖ S 1 × [0, R] Ú Ö ÒØ H(θ, 0) = P Ø H(θ, R) = Qº ÇÒ ÓÒ Ò ×× Ö Ñ ÒØ ||G ′ i || 2 T + i,j ≥ ||G ′ i || 2 S 1 ×[0,R] ≥ ||F ′ 0 || 2 S 1 ×[0,R] = (P − Q) 2 U(R) 2 R 0 (U ′ (r)) 2 l 2π chrdr. ÇÖ¸U ′ (r) = 1 ch 2 r √ 1 − th 2 r , ÓÒ U ′ (r) 2 = 1 ch 4 r(1 − th 2 r) = 1 ch 2 r , ³Ó R 0 (U ′ (r)) 2 l 2π chrdr = R 0 l 2π 1 chr dr = l π arctan(e R ) − π/2. ÇÒ ÐÓÖ× ||G ′ i || 2 T + i,j ≥ (P − Q) 2 2 2 arctan(e R ) − π/2 πU(R) 2 ≥ (b i − b j ) 2 |Ψ 0 (0)| 2 8 2 arctan(e R ) − π/2 πU(R) 2 , Ö |P − Q| ≥ b i − b j 4 |Ψ 0 (0)|. ÍÒ Ú ÐÓÔÔ Ñ ÒØ Ð Ñ Ø ÒÓÙ× ÑÓÒØÖ ÕÙ 2 arctan(e R ) − π/2 U(R) 2 ∼ 1 R ÐÓÖ×ÕÙ R Ø Ò Ú Ö× 0¸ Ð Ü ×Ø ÓÒ ÙÒ ÓÒ×Ø ÒØ A ′′′¸Õ Ù Ò Ô Ò ÕÙ l¸Ø ÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ R ∈]0, m(l)]¸ÓÒ Ø 2 arctan(e R ) − π/2 U(R) 2 > 8π l A ′′′ . ÇÒ ÓÒ ||G ′ i || 2 T + i,j > A ′′′ |Ψ 0 (0)| 2 (b i − b j ) 2 . Ò Ð Ñ ÒØ¸ÔÓ×ÓÒ× A ′ = max(A ′′ , A ′′′ )|Ψ 0 (0)| 2 ÕÙ Ò Ô Ò ÕÙ λ 1¸ Ψ 0 (0) Ø l¸ÓÒ ||G ′ i || 2 T + i,j + ||G ′ j || 2 T − i,j + λ 1 (||G i || 2 T + i,j + ||G j || 2 T + i,j ) ≥ A ′ (b i − b j ) 2 , ÕÙ ÓÒÐÙØ Ð ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒ ÒÓØÖ Ð ÑÑ º Ä Ñ ÒÓÖ Ø ÓÒ´ µ Ú ÒØ ÐÓÖ× i ||∇g i || 2 ≥ A i∼j (b i − b j ) 2 , Ú A = A ′ 2π ÕÙ Ô Ò λ 1¸ Ψ 0 (0) Ø l¸ ÕÙ ÓÒÐÙØ Ð ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒ Ù Ä ÑÑ ¿º½¼º ÇÒ ³ ÔÖ × Ð³ Ò Ð Ø ´¿µη λ 1 i ||∇g i || 2 C i ≤ (δ + ǫ)||f ǫ || 2 = (δ + ǫ) i a 2 i , ÓÒ η i ||g i || 2 C i = η i c 2 i ≤ (δ + ǫ) i a 2 i . ÇÒ ÐÓÖ× i a 2 i = i b 2 i + i c 2 i ≤ i b 2 i + ǫ/η i a 2 i , ³Ó i a 2 i ≤ 1 1 − δ+ǫ η i b 2 i . Ä³ Ò Ð Ø ´¿µ Ú ÒØ δ + ǫ ≥ η λ 1 i ||∇g i || 2 C i i a 2 i ≥ (1 − δ + ǫ η ) ηA λ 1 i∼j (b i − b j ) 2 i b 2 i . ÇÒ ÚÙ ÕÙ µ 0 = inf i∼j (α i − α j ) 2 i α 2 i , Ó (α i ) Ô ÖÓÙÖØ Ð³ Ò× Ñ Ð × Ñ ÐÐ × ÔÓ× Ø Ú × ×ÙÔÔÓÖØ ÓÑÔ Ø Ò× G ×Ø Ð × Ù ×Ô ØÖ Ù Ä ÔÐ Ò ÓÑ Ò ØÓ Ö Gº ³ ÔÖ × Ð Ì ÓÖ Ñ ¿º ¸ÐÓÖ×ÕÙ Ò³ ×Ø Ô × ÑÓÝ ÒÒ Ð ¸µ 0 > 0º ÇÒ Ó Ø ÒØ ÓÒ Ò × ÒØ Ø Ò Ö ǫ Ú Ö× 0 δ ≥ η − δ λ 1 Aµ 0 , ×Ó Ø Ò Ð Ñ ÒØ δ ≥ η 1 + 1/λ 1 Aµ 0 .´ µ ÓÒÐÙØ Ð ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒ Ù Ì ÓÖ Ñ ¿º ¸ Ú A 1 = η 1 + 1/λ 1 A, ÕÙ Ô Ò λ 1¸η¸Ψ0 (0) Ø lº Ê Ñ ÖÕÙ× Ö Ð × Ñ Ø Ó × Ð Ë Ø ÓÒ ¿ Ò Ø ÓÒ º½º ËÓ Ø M ÙÒ ×ÙÖ ÝÔ Ö ÓÐ ÕÙ ¸ÓÒ Ö ÕÙ M Ñ Ø ÙÒ ÓÙÔ ÓÖÒ ×³ Ð Ü ×Ø × ÓÒ×Ø ÒØ × η, v, k, K > 0 Ø ÙÒ Ñ ÐÐ (M i ) i ×ÓÙ×¹×ÙÖ × M¸ ³ ÒØ Ö ÙÖ× × Ó ÒØ×¸ ÓÖ × Ó × ÕÙ ×¸Ø ÐÐ × ÕÙ ∀i¸Ð ÒÓÑ Ö ÓÑÔÓ× ÒØ × ÓÒÒ Ü ∂M i ×Ø ÓÖÒ Ô Ö v¸Ð ØÖÓÙ ×Ô ØÖ Ð λ 1 (C i ) > ηķ < Vol(M i ) < K Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÓÑÔÓ× ÒØ ÓÖ α ⊂ ∂M iķ < ℓ(α) < K. ËÓ Ø M ÙÒ Ú Ö Ø Ñ ØØ ÒØ ÙÒ ÓÙÔ ÓÖÒ º ÇÒ ÓÒ× Ö ÐÓÖ× Ð Ö Ô G = (V, E) ×Ù Ú ÒØ V ×Ø Ð³ Ò× Ñ Ð × ÓÑÔÓ× ÒØ × M i Ù ÓÙÔ M¸ Ø × (i, j) ∈ V 2 , i = j, (i, j) ∈ E × Ø × ÙÐ Ñ ÒØ × M i ∩ M j = α ij = ∅º AEÓÙ× ÔÔ ÐÐ ÖÓÒ× G Ð Ö Ô ×ÓÙ×¹ ÒØ Ù ÓÙÔ Mº ËÓ Ø M ÙÒ ×ÙÖ ÝÔ Ö ÓÐ ÕÙ Ñ ØØ ÒØ ÙÒ ÓÙÔ ÓÖÒ ÓÒ×Ø ÒØ × η, v, k, K ÓÒØ Ð Ö Ô ×ÓÙ×¹ ÒØ ×Ø Gº Ä × ÙÜ ÔÖÓÔÓ× Ø ÓÒ× ÕÙ ×Ù Ú ÒØ ÑÓÒØÖ ÖÓÒ× Ð Ì ÓÖ Ñ ¼º ÈÖÓÔÓ× Ø ÓÒ º½º ËÓÙ× Ð × ÝÔÓØ × × ¹ ××Ù×λ 0 (M) ≤ K(v − 1) m(K) 2 h(G). Ò Ô ÖØ ÙÐ Ö¸× G ×Ø ÑÓÝ ÒÒ Ð ¸λ 0 (M) = 0º ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒº ÁÐ ×Ù Ø Ö ÔÖ Ò Ö Ð ÔÖ ÙÚ Ù Ì ÓÖ Ñ ¿º ¸ Ú f ǫ = 1 ÔÓÙÖ ØÓÙØ ǫ > 0º AEÓÙ× ÙØ Ð ×ÓÒ× Ð × ÒÓØ Ø ÓÒ× ØØ ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒº Ä ÓÒØ ÓÒ ÙØ¹Ó ψ α Ö ×ÙÖ ÕÙ ØÙ ∂ G M n Ô Ò Ð ÐÓÒ Ù ÙÖ ℓ(α) Ð Ó × ÕÙ Ù ØÙ Ð³ Ò Ð Ø ´¾µ Ú ÒØ ÓÒ × ÑÔÐ Ñ ÒØ Cα |∇ψ α | 2 ≤ Cα 1 m(ℓ(α)) 2 ≤ K m(K) , Ö l → m(l) ×Ø ÖÓ ×× ÒØ º Ä ÓÒÐÙ× ÓÒ Ð ÔÖÓÔÓ× Ø ÓÒ ×³ Ò×Ù Øº Ê Ñ ÖÕÙ º½º ÈÓÙÖ ØØ Ô ÖØ ÒÓØÖ ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒ¸× ÙÐ × Ð × ÝÔÓØ × × v ÙÒ ÓÖÑ ¹ Ñ ÒØ Ñ ÓÖ Ø ℓ(α) ≤ K Ø Vol(C i ) ≤ K ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÐÐÙÐ C i Ø ØÓÙØ ÓÑÔÓ× ÒØ ÓÖ α ³ÙÒ ÐÐÙÐ ×ÓÒØ Ò ×× Ö × ÙÙÒ ÓÒ Ø ÓÒ ×Ô ØÖ Ð Ò³ ×Ø Ö ÕÙ × º ÈÖÓÔÓ× Ø ÓÒ º¾º Ë M Ñ Ø ÙÒ ÓÙÔ ÓÖÒ ÓÒØ Ð Ö Ô ×ÓÙ×¹ ÒØ ×Ø G¸ ÐÓÖ× Ð Ü ×Ø ÙÒ ÓÒ×Ø ÒØ A ÕÙ Ò Ô Ò ÕÙ × ÓÒ×Ø ÒØ × v, η, k Ø K Ø ÐÐ ÕÙ λ 0 (M) ≥ Aµ 0 (G). ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒº AEÓÙ× ÐÐÓÒ× ×ÙÖÚÓÐ Ö¸ Ø Ô Ô Ö Ø Ô ¸Ð ÑÓÒ×ØÖ Ø ÓÒ Ù Ì ÓÖ Ñ ¿º Ò ÚÓ Ö ÓÑÑ ÒØ Ð³ ÔØ Öº AEÓØÖ × ÙÐ Ø ×Ø ³ ÜÔÖ Ñ Ö Ð × ÓÒ×Ø ÒØ × Ñ ÒÓÖ ¹ Ø ÓÒ ØØ ÔÖ ÙÚ ÙÒ ÕÙ Ñ ÒØ Ò ÓÒØ ÓÒ × ÓÒ×Ø ÒØ × v, η, k Ø Kº ÈÓÙÖ Ó Ø Ò Ö ÙÒ ÒÓÖÑ Ð × Ø ÓÒ × ÓÒØ ÓÒ× ÔÖÓÔÖ × ÓÑÔ Ø Ð × ÒØÖ Ð × Ö ÒØ × ÐÐÙÐ ×¸ÒÓÙ× ÒÓØÓÒ× ×ÓÖÑ × ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÓÒØ ÓÒ h ×ÙÖ ÙÒ ÐÐÙÐ C i Ù ÓÙÔ M ||h|| 2 L 2 (C i ) = 1 Vol(C i ) C i h 2 , Ø ÒÓÙ× ÓÒ× ÖÓÒ× Ð ÔÖÓ Ù Ø × Ð Ö ××Ó ÒÓÖÑ Ð × Ô Ö 1/Vol(C i )º ËÙÖ ÕÙ ÐÐÙÐ Ð ÔÖ Ñ Ö ÓÒØ ÓÒ ÔÖÓÔÖ Ù Ä ÔÐ Ò Ú ÓÒ Ø ÓÒ AE ÙÑ ÒÒ ÒÓÖÑ 1 ÔÓÙÖ ÔÖÓ Ù Ø × Ð Ö ×Ø ÓÒ ψ 0 = 1º ÈÓÙÖ ØÓÙØ ǫ > 0¸×Ó Ø f ǫ Ð ×× C ∞ ×ÙÔÔÓÖØ ÓÑÔ Ø Ò× M Ø ÐÐ ÕÙ ||∇f ǫ || 2 L 2 (M ) ||f ǫ || 2 L 2 (M ) ≤ λ 0 (M) + ǫ. AEÓÙ× ÔÓ×ÓÒ× ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ÕÙ ÐÐÙÐ C i M a 2 i (ǫ) = ||f ǫ || 2 C i = 1 Vol(C i ) C i f 2 ǫ , b i (ǫ) = f ǫ , 1 C i = 1 Vol(C i ) C i f ǫ , c 2 i (ǫ) = ||f ǫ − b i || 2 C i = 1 Vol(C i ) C i (f ǫ − b i ) 2 . ÇÒ ÐÓÖ× a 2 i = b 2 i + c 2 i º AEÓÙ× ÒÓØÓÒ× ÒÓÖ g i = f ǫ − b i , g i ×Ø Ð ÓÑÔÓ× ÒØ f i ÓÖØ Ó ÓÒ Ð ψ 0 ÔÓÙÖ Ð ÔÖÓ Ù Ø × Ð Ö L 2 º ÇÒ ÐÓÖ× k i ||∇g i || 2 C i K i a 2 i ≤ i ||∇g i || 2 C i Vol(C i ) i a 2 i Vol(C i ) = M |∇f ǫ | 2 M f 2 ǫ ≤ λ 0 (M) + ǫ =λ 0 + ǫ.´ µ AEÓÙ×
